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Introduction

L’étude élémentaire des produits scalaires, des espaces euclidiens, des transforma-
tions orthogonale va étre poursuivie dans ce mémoire et élargie a des espaces munis de
formes bilinéaires symétriques qui ne sont plus nécessairement des produits scalaires.

Nous présentons des théorémes de structure donnant des expressions normalisées
pour les formes bilinéaires symétriques par rapport a des bases approprieés.

Une des idées importantes de Witt était de considérer les formes quadratiques
ensemble, plutdt qu’individuellement. Ceci I’a conduit & définir ce qu'on appelle au-
jourd’hui I’anneau de Witt.

Ce mémoire se divise en trois chapitres :

Dans le premier, nous donnerons quelques résultats généraux sur les formes bili-
néaires symeétriques.

Dans le second, nous traitons la classification des formes quadratiques sur les corps
Ret C.

Dans le troisiéme chapitre, on donne la classification des formes quadratiques sur

un corps F,.



Chapitre 1

Formes bilinéaires et bilinéaires

symétriques

il existe trois types majeurs de forme bilinéaires : symétrique (ou hermitienne),
unitaire et alternnée (antisymétrique). La démarche classique consistant & décomposer
un objet en somme directe d’objets plus simples, dans la mesure du possible.

Le premier chapitre est constitué des rappelles et des conceptes de base, nous

rappellons quelques définitions sur les formes bilinéaires symétriques.

Définition 1.1

Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire sur E est une
fonction ¢ : ' x F — K vérifiant la propriété dite de bilinéarité :

> pour tous u,u’,v,v'de E et tout A de K :

olu+u,v) = @(u,v)+ e, v)
plu,v+0) = p(u,v) + p(u,v)
o(Au,v) = dp(u,v) = @(u, \v)

La forme bilinéaire ¢ est dite symétrique si elle vérifie la propriété de symétrie
> pour tous u,v de E :

@(uv U) = @(Uv u)



Exemples 1.1

1) Tous les produits scalaires sont des formes bilinéaires symétriques

2) Sur K™, on peut définir les formes bilinéaires symétriques

(u,v) — Z a;T;Yi

1<i<r

avec r < n, u = (x1,...,2,),0 = (Y1, ..., Yn) €t les a; dans K.

1.1 Propriétés d’une forme bilinéaire symétrique

Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire symétrique

sur F. Les propriétés de ¢ impliquent les formules :

olu+v,u+v) = pu,u)+20(u,v)+ ¢(v,v)
olu—v,u—v) = @u,u)—2p(u,v)+ @v,v)
p(u,v) = (p(u+v,u+v)—p(uu) —ov,v))
o(u,v) = Yp(ut v,utv) — plu—v,u—0)).

Expression d’ une forme bilinéaire dans une base
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e, ..., €,)
une base de F, ¢ : F x E — K une forme bilinéaire sur F. Si u = x1e1 + ... + Tp€,

et v =1y1e1 + ... + yne, sont deux vecteurs de FE, la bilinéarité de ¢ donne :

p(u,v) = Z Ty (e €5).
1<i<j<n
La forme ¢ est donc entiérement déterminée par les n* valeurs ¢(e;, €;), 1 < i,j < n. Si

© est symétrique, elle est déterminée par les n(n+1)/2 valeurs ¢(e;, e;), 1 <i < j < mn,

puisque ¢(e;, e;) = ¢(e;,e;) pour i > j et on a :

p(u,0) = > wyiplene) +2 > miyplee)).

1<i<n 1<i<j<n



Matrice d’une forme bilinéaire dans une base

Avec les mémes notations, la donnée de ¢ définit la matrice carrée d’ordre n
: A = (ai;) = (p(e;, e;)) dite matrice associée & la forme bilinéaire ¢ dans la base
B. Si u et v sont deux vecteurs de E et si U et V sont les matrices colonnes des

coordonnées de u et de v dans la base B, on vérifie que
o(u,v) =" UAV

en identifiant ¢(u,v) a la matrice 'UAV qui n’a qu’une seule ligne et une seule

colonne. Si la forme bilinéaire est symétrique, la matrice A est symétrique et on a

o(u,v) =" UAV = " VAU = ¢(v,u).

Inversement, la base B étant fixée, toute matrice A carrée d’ordre n définit une forme
bilinéaire ¢ sur E dont la matrice dans la base B est A : il suffit de poser ¢(u,v) ="
UAV ; la forme bilinéaire est symétrique si et seulement si A est symétrique.

Changement de base

La valeur de ¢(u,v) ne change pas quand on change de base pour exprimer u
et v. Avec les mémes notations que précédemment, soient B’'une autre base de F,
P = M(id, B', B) la matrice de passage. Si on note U’ et V' les matrices colonnes des
coordonnées de u et v dans labase B'ona U = PU',V = PV'd’ou p(u,v) =" UAV =
YPU") APV ='U'(*PAP)V’. Ainsi, la matrice associée a ¢ dans la base B’ est :

A= Mp(p) = 'PAP.

Définition 1.2 (Matrice congruence)

Soient A et A’ deux matrices (symétriques) de M, (k). On dit que A et A’ sont
congruences s8’il existe P € GL, (k) telle que A" = P'AP.

Proposition 1.1

On a une bijection entre les classes d’isomorphisme de formes bilinéaires symé-

triques et les classes de congruence de matrice symétriques.



1.2 Rang d’une forme bilinéaire symétrique

Les matrices A et A’ = "PAP associées & ¢ dans les bases B et B’ ont méme
rang puisque P est inversible. Par conséquent, le rang de la matrice associée a une
forme bilinéaire symétrique ne change pas quand on change de base. On définit le
rang d’une forme bilinéaire symétrique comme le rang de la matrice associée a ¢ dans
une base quelconque de E. On peut également remarquer que le déterminant de la

matrice associée a ¢ change d'un carré de K suivant la base, puisque dét(*PAP) =
(dét(P))%det(A).

Exemple 1.2 (plan hyperbolique)

Plagons-nous dans R? muni de la base canonique B = (ey, €5). La forme bilinéaire
symétrique ¢ : R? — R définie par p(e1,e1) = @(e2,e2) =0, p(er, e2) = @(ea, 1) = 1,

1
a pour matrice dans B. Si u = (x1,22), on a p(u,u) = 2x129 et si v =
10

1,Y2), on a o(u,v) = r1Yys + xo1y;. Considérons la base = (e, e éfinie par
(Y1, v2), o(u,v) Y y1. Considé la base B’ = (e}, e3) , définie p

el = e
/ —
e, = ey/2

La formule précédente donne la matrice A’de ¢ dans la base B’ :

W— tpAp— 1 0 0 1 1 0 _ 0 1,2

0 12 10 0 1,2 172 0

Si on note avec des ' les coordonnées de u et v dans la base B’, il est plus facile ici
de substituer ;7 = ), ro2 = x4/2, etc. Dans les formules donnant ¢ pour obtenir
directement ¢(u, u) = 24}, ©(u,v) = $(xiyh + zhyl).

L’expression de ¢ dans la base B" = (e}, e,) définie par

1" ! !
e =€)+ e
"

! i
€y = €1 — €

est donnée par la matrice :



o tpap_ [ 11 0 1,2 1L 1) (10
1 -1 12 0 1 -1 0 -1/

soit o(u,u) = x>

" mnon mnon ,
— 152, o(u,v) = 2y, — ToYs, en notant avec des ” les coordonnées
de u,v dans la base B”. On peut simplement obtenir ces expressions en substituant
’ 1" " / 1" " , , N
Ty =T, + Ty, Ty = Ty — Ty, etc. Dans les formules précédentes. Cet exemple est a la

base de la notion de plan hyperbolique.

1.3 Forme bilinéaire symétrique et dualité

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base
B = (ey, ..., e,), ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £ de matrice A = (a; ;) par
rapport & B. On définit une application linéaire ¥ : £ — E* en associant & tout
u € E, la forme linéaire ¥(u) : v — ¢(u,v) (les vérifications de linéarité sont faciles).

Si on munit £* de la base duale B* de B, on a : M (V, B, B*¥) = A.

En effet, d’une part, pour i,j = 1,...,n, on a VU(e;)(e;) = @(ej, €;) = a; ;; d’autre
part, si on écrit ¥(e;) Z Sk jer, ona a; j = V(e;)(e;) Z Sk jer(ei) = S j.

1<k<n 1<k<n
La correspondance entre ¢ et ¥ est donc bijective. Le rang de la forme ¢ est égal

au rang de 'application linéaire W.



Chapitre 2

Formes quadratiques

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de forme bilinéaire symétrique et
forme quadratique. C’est cette notion qui nous permettra d’établir des résultats de
classification sur les formes quadratiques.

Dans tout ce qui suit, les corps considérés seront toujours de caractéristique dif-

férente de 2.

2.1 Forme bilinéaire symétrique et forme quadra-
tique associée

Soient K un corps (avec car(K) # 2) et E un K-espace vectoriel. A une forme
bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — K, on associe I'application ¢ : £ — K appelée
forme quadratique sur F, définie par ¢(u) = ¢(u, u). Une forme quadratique se définit
donc comme associée & une forme bilinéaire symétrique. Nous verrons comment définir
une forme quadratique par un polynéome homogéne de degré 2. On peut retrouver ¢

a partir de ¢ avec les formules :

o) = lalutv)— alu) — a(v):

olu,v) = i(q(u +0) — qlu—v)).

Il est donc équivalent de se donner une forme quadratique ou une forme bilinéaire

symétrique sur un espace. La forme bilinéaire symétrique associée a une forme qua-



dratique par I'une des formules précédentes est appelée forme polaire associée a la
forme quadratique. Certains auteurs notent avec la méme lettre une forme bilinéaire
symétrique et la forme quadratique associée, écrivant, par exemple, q(u) et q(u,v), le
nombre d’arguments permettant seul de décider ce qui est exactement désigné par q.
Expression d’une forme quadratique dans une base
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ey, ..., €,) une

base de E, ¢ : F x E — K une forme bilinéaire symétrique de forme quadratique

associée ¢. Si, pour u = g Ti€iy U = E yje;, on a p(u,v) = E a; jx; Yj,
1<i<n 1<j<n 1<i,j<n
alors :

q(u) = p(u,u) = Z a; jT;x; = Z a; 7 + 2 Z a; jT;%;.

1<i,j<n 1<i<n 1<i<j<n
Par exemple, la forme bilinéaire de ’exemple de 1.2, définie sur R? muni de la base
canonique B = (e, €2) par ¢(u,v) = x1ys + x2y; donne la forme quadratique définie
par q(u) = 2x12s.

Soit A = (a; ;) la matrice associée & ¢ dans la base B; pour tout vecteur u de £
de matrice colonne U dans la base B, on a : q(u) = 'UAU. La matrice A est appelée
matrice associée a la forme quadratique ¢ dans la base B.

Formes quadratiques et polynomes homogénes de degré 2

Les formules précédentes montrent que ¢ est une fonction polynomiale homogene
de degré 2 en les coordonnées par rapport a la base B et on a la propriété d’homogé-
néité pour tout o € K et tout u € E : g(au) = a*q(u); en particulier, q(—u) = q(u).

Réciproquement, si £ un espace vectoriel de dimension n sur un corps K muni

d’une base B = (e, ...,e,) et si ¢ : u = (21, ..., 2,) — Z a; jx;x; est une fonction
1<i<j<n
polynomiale homogéne de degré 2 en les coordonnées par rapport a la base B, q est

I’expression dans B de la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique
2

définie par ¢(e;, ej) = p(ej, ;) = ,pour 1 < i < j < mn, et pour 1l <i<n,
(e, e;) = a;; . On peut donc définir une forme quadratique indépendamment d’une
forme bilinéaire symétrique et appeler forme quadratique une fonction polynomiale
homogene de degré 2 en n variables.

Ecriture matricielle, changement de base

La formule de changement de base est la méme que pour les formes bilinéaires



symétriques ; si B’ est une seconde base de E et si P = M(id, B', B), on a :
g(u) =t UAU =! (PU"YAPU =' U'('PAP)U,

et la matrice associée a ¢ dans la base B’ est !PAP. En reprenant le méme exemple
qu'en 1.2, la forme quadratique définie sur R? par 27,25 dans la base B, a pour
expressions x4 dans la base B’ et x/llz — 2,2 dans la base B”.

Rang d’une forme quadratique

Le rang d’une forme quadratique est le rang de la forme polaire associée, c’est-a-
dire le rang de n’importe quelle matrice associée a q.

En particulier, si ¢(x1, ..., z,) = Z a;z?, la matrice de ¢ est diagonale et le rang
1<i<n
de g est le nombre de coefficients a; non nuls.

2.2 Espace quadratique

Soit K un corps. Un couple (F,q) formé d’'un K-espace vectoriel et d'une forme
quadratique sur E est appelé K-espace quadratique et nous oublierons en général le K.
On utilise le méme mot pour désigner un couple (E, ) formé d'un K-espace vectoriel
et d’une forme bilinéaire symétrique sur F, ce qui ne présente aucun inconvénient
puisqu’il est équivalent de se donner une forme quadratique ou une forme bilinéaire
symétrique sur F (on a supposé la caractéristique de K différente de 2).

Si F' est un sous-espace de F, la restriction ¢|F' de la forme quadratique ¢ & F' (ou

de la forme ¢ a F' x F') définit un espace quadratique (F, ¢|F).

2.3 Meéthode de Gauss pour la décomposition en

carrés

Soit ¢ une forme quadratique sur un corps K. Nous allons présenter une méthode,
due & Gauss, permettant de trouver une base dans laquelle la matrice de ¢ soit dia-

gonale, donc dans laquelle I’expression de ¢ soit de la forme Z a;z?.
1<i<n



Proposition 2.1

Soit K un corps (on suppose toujours car(K) # 2). Pour tout entier n > 0 et toute

3 n . — : : 21 2
forme quadratique ¢ sur K" : q(z1,...,z,) = 5 a; jx;z; il existe des éléments
1<i<j<n
at,...,a, de K et des formes linéaires linéairement indépendantes sur K : [q,....1[,

telles que :

g1, ) = > gl o 2n)).

1<k<n

Les vecteurs de la base B’ = (e}, ...,¢e,,) , définie par le changement de variables x;

= lp(x1, ..., z,) pour 1 < k < n, sont orthogonaux entre eux deux a deux pour ¢ et,
siu= Z ziey, alors q(u) = q(z}, ..., x,) = Z T

1<i<n 1<k<n
Preuve.

On raisonne par récurrence. Pour n = 0 ou n = 1, le résultat est vrai. Soit n > 2
un entier et soit ¢ une forme quadratique sur K" définie par un polynoéme homogéne

q(T1, .y ) = Z a; jx;x;. Plusieurs cas peuvent se présenter :
1<i<j<n
1)1l existe i tel que a;; # 0, disons aj; # 0. On considére les termes de q(z1, ..., ;)

ou apparait x; : anxf—i— Z ay;x1x;. Clest le début du développement du carré :
2<i<n

arn(xy + Z Qfllflxiy = ap(li(21, ..., 2,))? o ly(xy,...,x,) est une forme linéaire

2<i<n
dont le terme en x; est non nul (¢a nous rappelle la mise sous forme canonique d’un

trinome du second degré au lycée). En regroupant les termes en x,, ..., x,,, on obtient :

q((lfl..., l’n) = CLH(h(l’l, ...,ZL’n))2 + q/(:rg...,xn)

et ¢’ est une forme quadratique sur K"~ ! a laquelle on peut appliquer I’hypothése

de récurrence : ¢'(zs...,x,) = Z ag(lp(xa, ..., 2,))?; les formes linéaires [, 1 <
2<k<n
k < n sont définissables sur K™ et linéairement indépendantes sur K.

2)I1 n’existe pas d’entier i tel que a; # 0, mais ¢ n’est pas nulle ; 'un des coefficients
a; j,1 # j, n’est pas nul, par exemple, a;p # 0. On consideére les termes de g(z1, ..., z,)

oll apparaissent r;ou Ts : a10x12o + g a1;T1%; + g a9 Tax;. Cette somme est de
3<i<n 3<i<n
la forme ajp2129 +Bxy 4+ Cra(avec B et C formes linéaires), début du développement

10



de aya(x1 + %)(xg + %) En regroupant les termes en zs, ..., ,,, on obtient :

C B
q(x1, s ) = arp(x1 + —) (22 + —) + ¢ (3, ..., )
a2 Q12

ol ¢’ est une forme quadratique sur K" 24 laquelle on peut appliquer

I'’hypothéese de récurrence : ¢'(zs, ..., z,) = Z ay(lk(xs, ..., 7,))% On transforme
3<k<n
le premier produit & 'aide de la formule xy = i[(x +1)? — (x — y)?], ce qui conduit

a:

a a
q<$17 7xn) = f(qf'l + T2 + lll(x37 "'7xn))2 - f('xl — T2+ 112(373, ) xn))2
-+ Z Ckk(lk<£€3,...,l'n))2.
3<k<n

En posant : (21, ..., x,) = v1+xo+ 1 (T3, ooy ) lo(21, ooy ) = 21 — T2+ (T3, o0y T,
on vérifie que les formes linéaires [, 1 < k < n sont définissables sur K" et
linéairement indépendantes sur K.

3) Changement de base. Comme les formes linéaires [, , 1 < k < n sont

indépendantes, elles définissent un changement de base. Les nouvelles coordonnées
sont définies en fonction des anciennes par ) = li(z1,...,2,) pour 1 <k <n . On
peut écrire ces équations X' = QX ou @ est la matrice de passage de id : (K", B) —

(K™, B'), soit Q@ = M (id, B, B'). Si on note D la matrice dont la
diagonale a pour coefficients oy, ..., o, on a 'QDQ = A. Les vecteurs de B’ sont

les colonnes de la matrice P = Q! = M(id, B, B) et on a 'PAP = D.

4) La matrice de ¢ dans la base B’ étant diagonale, les vecteurs de B’ sont ¢-

orthogonaux deux & deux et l’expression de ¢ dans la base B’ est g(z], ,x;z) =

E apri. m

Exemple 2.1

Considérons la forme quadratique

q(z,y, 2, t) = 2% + 9y® + 42* + 6oy + 4oz + 16yz + 4yt + 8zt

11



définie sur R* dont I’écriture matricielle dans la base canonique est ‘UAU ot U est

la matrice colonne définie par v = (x,y, z,) et ou :

3

9
= M3(q)

8

2

S = NN O

2
8
4
4

S NWw =

On applique le 1) en choisissant la variable z, ce qui conduit a considérer tous les
termes ot apparait x : 22 + 6xy + 4wz et & introduire la forme linéaire donnée par
x + 3y + 2z. On obtient q(z,y, z,t) = (v + 3y + 22)% + 4yz + 4yt + 8=2t.

On applique alors le 2) & 4yz + 4yt + 82t en choisissant le terme en yz : 4yz +
4yt + 82t = 4(y + 2t)(z + t) — 8t. Finalement,

Les quatre formes linéaires sont

I (r,y,2,t) — 2+ 3y+ 22z, ly: (z,y,2,t) — y+ 2+ 3t,

ls : (v,y,z,t)—y—z+t ly:(x,y,2,1)—t.

Elles sont linéairement indépendantes sur K. Le changement de variable est défini

par U’ = QU avec

13 2 0
01 1 3

Q =
01 —1 1
00 0 1

et tQAQ = D avec

1 0 0 0
01 O 0

D—
0 0 -1 0
00 0 -8

12



On calcule alors (le mieux est sans doute ici de résoudre un systéme linéaire)

2 5 1 -16
P:Q‘lz—l 0 -1 -1 4
210 -1 1 2

0 0 0 -2

et on obtient {PAP = D.

2.4 Décomposition d’une forme quadratique sur

CoulR

nm»

Soient n un entier et ¢ une forme quadratique sur "C"™ ou R™”. On vient de

voir que ¢ peut s’écrire dans une base B = (ey,...,e,) convenable sous la forme
_ 2
q(z1, ..y xy) = E agzy. Si le rang de g est r, on peut supposer a, ..., a, non nuls
1<k<n
et on a:

qQ(x1, .y ) = Z arx; .

1<k<r
2.4.1 Cas d’une forme quadratique sur C

Dans le cas ol le corps de base est C, comme tout nombre complexe est un carré,
il existe pour k = 1, ..., 7, bx tel que b? = a;. Dans la base définie par e}, = ey /by pour

k=1,..,ret e, = e sinon, la forme quadratique ¢ a pour expression :

q(ay, yty) = D af

1<k<r

et sa matrice est

13



2.4.2 Cas d’une forme quadratique sur R

Dans le cas ot le corps de base est R, les coefficients ay, pour k = 1, ..., r, peuvent
étre positifs ou négatifs. On peut supposer que a > 0 pour £ < s et a, < 0 si
s <k <r=s+t (on a éventuellement s = 0 ou ¢t = 0). En choisissant b, tel que
b2 = ag siap > 0 et b2 = —ay, si ap < 0 et en définissant la base B’ par €}, = e;,/by,

pour k =1,...,r et e}, = e;, sinon, la forme quadratique ¢ a pour expression :

a(@y,may) = Y af = Y af?

1<k<s s<k<s+t
et sa matrice est
I, 0 O
0 —-I; 0
0O 0 O

2.5 Signature d’une forme quadratique sur R

On vient de voir qu’une forme quadratique sur R™ peut s’écrire sous la forme

q(x1, ..., Tp) = E T3 — E r%. Le rang de la forme g est s + t. On va montrer
1<k<s s+1<k<stt
que les entiers s et t donnant le nombre de carrés avec un signe + et le nombre de

carrés avec un signe — dans ’écriture de ¢ ne dépendent pas de la base dans laquelle

on a réussi a écrire g sous la forme précédente. Le couple (s,t) s’appelle signature de

la forme q.
Supposons que ¢ s’écrive par rapport & une base B = (e], ..., e;l) sous la forme
q(x), ... x,) = Z T — Z 2. Onas+t=s+1t,lerang de q.

1<k<s’ §'+1<k<s'+t/
Posons F' = Vect(ey,...,es) et G = Vec(egyq,...,e),). Comme ¢ est strictement

positive sur F' — {0} et négative sur G, on a FNG = {0} ; d’ou s < s’ ; par symétrie,

onaaussis <s;dous=sett =t.
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2.6 Classes d’équivalence de formes quadratiques

sur C

La décomposition de Gauss en sommes de carrés montre que, pour toute forme
quadratique de rang r sur C", il existe une base dans laquelle la matrice de ¢ est de
I. 0

0 0
D’autre part, deux formes quadratiques équivalentes ont méme rang. Donc les

la forme

classes d’équivalence de formes quadratiques sur C™ (ou sur un C-espace vectoriel de
dimension n) correspondent aux entiers r tels que 0 < r < n. Il existe donc n + 1

classes d’équivalence de formes quadratiques sur C".

2.7 Classes d’équivalence de formes quadratiques

sur R

Dans ce cas, la décomposition de Gauss en sommes de carrés montre que, pour

toute forme quadratique de signature (s,t) sur R”, il existe une base dans laquelle

I, 0 0
la matrice de ¢ est de la forme 0 —I, 0 |.D’autre part, deux formes qua-
0O 0 O

dratiques équivalentes ont méme signature. Donc les classes d’équivalence de formes
quadratiques sur R" (ou sur un R-espace vectoriel de dimension n) correspondent aux
couples d’entiers (s,t) tels que 0 < s,t <n et s+t <n;on les dénombre facilement
en remarquant que pour s = n,...,0, il existe 1,2,...,n + 1 valeurs de ¢ possibles. Il

existe donc w classes d’equivalence de formes quadratique sur R”.

2.8 Orthogonalité

L’orthogonalité est définie dans les espaces munis d’un produit scalaire; nous la
généralisons au cas des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques.
Vecteurs orthogonaux

Soient (F, ) un espace quadratique et ¢ la forme quadratique associée & ¢ ; on
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notera simplement FE si cela ne crée pas d’ambiguité. On dit que deux vecteurs u et
v de E sont orthogonaux (ou @-orthogonaux ou g-orthogonaux) par rapport a ¢ (ou
a q) si p(u,v) =0.

En dimension finie, en choisissant une base B de E et en notant A la matrice
associée & o dans B, U,V les matrices colonnes associées & u et v, la condition d’or-
thogonalité s’écrit encore ‘UAV = 0 (ou 'VAU = 0). On dit que deux parties de
E sont orthogonales par rapport a ¢ si tout vecteur de 'une est orthogonal & tout
vecteur de l'autre.

Si F' est un sous-espace de E, 'orthogonal de F' est ’ensemble des vecteurs de
orthogonaux & F'; c’est un sous-espace vectoriel de £ qu’on note F'*. Ces définitions
copient celles données pour les produits scalaires. Mais des phénomeénes nouveaux
vont apparaitre.

Vecteurs isotropes

Avec les mémes notations, un vecteur u non nul de E est dit isotrope si ¢(u) = 0,
autrement dit s’il est orthogonal & lui-méme. Une forme sans vecteur isotrope on dit
aussi que la forme est anisotrope.

Forme non dégénérée, noyau

Une forme ¢ est dite non dégénérée si B+ = {0} ; elle est dégénérée dans le cas
contraire, c’est-a-dire quand il existe des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de
E'; ces vecteurs sont bien siirs isotropes. Quand la forme est dégénérée, on dit parfois

que l'espace est isotrope. On appelle £+ le noyau de .

Exemple 2.2

Pour la forme quadratique ¢ : R? — R définie par q((xq, 22)) = 22 — 22, de forme

polaire définie par ¢((x1,z2), (y1,y2)) = T1y1 — T2y2, le vecteur (1,1) est isotrope;
cependant, la forme ¢ est non dégénérée, car si u = (x1,23) est dans le noyau de ¢,
on p(u,e1) = p(u,ez) =0, ce qui impose 7 = x93 = 0.

Orthogonalité et dualité

L’étude de l'orthogonalité définie par les formes bilinéaires et quadratiques va
pouvoir, grace a la correspondance entre formes bilinéaires et applications dans le
dual, utiliser les résultats d’orthogonalité pour les vecteurs et formes linéaires .

On a vu en 1.5 qu’on pouvait associer & une forme bilinéaire symétrique  une

16



application linéaire ¥ : E — E*, définie par ¥(u)(v) = ¢(u,v). Dire que u et v sont
orthogonaux pour ¢, c’est dire que v € ker(¥(u)), ou encore, que v et W(u) sont
orthogonaux.

Si B est une base de F, de base duale B*, et si A la matrice de ¢ dans la base B,
alors A = M (¥, B, B*).

L’orthogonal d’un sous-espace F' de E est l’ensemble des v € F tels que, pour
tout u € F, ¥(u)(v) = 0, autrement dit 'orthogonal de F' au sens de I'orthogonalité
défini par ¢ dans E est I'orthogonal de W(F), ce qu’on peut écrire F'+ = (¥(F))*;
ces deux sous-espaces sont inclus dans F, mais la notation mélange deux relations
d’orthogonalités, la premiere étant celle définie par ¢ dans F, la seconde étant celle
définie par la dualité entre vecteurs de F et formes linéaires de E*; notons que cer-
tains auteurs choisissent deux symboles différents et notent F* et F° les sous-espaces
orthogonaux & F' suivant qu’il s’agit de 'une ou 'autre des relations d’orthogonalité.
L’utilisation du méme signe n’est pas génante, pourvu qu’on sache de quoi on parle,
mais nous essaierons d’éviter ces ambiguités.

L’orthogonal E+ de E dans E est égal a ker(V), ce qui justifie appellation de

noyau pour cet espace. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.2

Une forme bilinéaire symétrique ¢ est non dégénérée si et seulement si ’application
linéaire ¥ : ' — E* est injective. En dimension finie, cette propriété équivaut a dire

que V¥ est bijective ou que la matrice de ¢ est inversible.

2.9 Espaces quadratiques réguliers

Espace quadratique régulier

On appelle espace quadratique régulier un espace quadratique (F, q) tel que ¢ soit
une forme quadratique non dégénérée ou, ce qui revient au méme, tel que la forme
bilinéaire symétrique ¢ associée & ¢ soit non dégénérée.

Orthogonalité dans les espaces quadratiques réguliers

Soient (F, ) un espace quadratique régulier de dimension finie n. On vient de

voir en 2.2 que 'application linéaire ¥ : £ — E* définie par ¢ est un isomorphisme.
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Si F' est un sous-espace de E, alors dim(F) + dim(V(F)%) = n et (F+)* = F pour
I'orthogonalité entre vecteurs et formes linéaires, ce qui donne pour l'orthogonalité

définie par ¢ :

dim(F) +dim(F+) = n
(FHt = L

Une conséquence immédiate est la suivante : si I’ et G sont deux sous-espaces de FE,
F+ = G+ implique, en prenant les orthogonaux, F' = G.

Sous-espace régulier d'un espace quadratique

Un sous-espace F' d’un espace quadratique (F, q) est dit régulier si (F, ¢|F’) est un
espace quadratique régulier, autrement dit si la restriction de g & F' est non dégénérée.

Par exemple, une droite engendrée par un vecteur non isotrope est un sous-espace
régulier.

Nous allons montrer, dans cette section, qu’un certain nombre de notions et de
résultats sur les espaces euclidiens peuvent s’étendre, au moins partiellement, aux
espaces quadratiques réguliers et aux sous-espaces réguliers.

Dans le cas d’un espace euclidien E, tout sous-espace F' permettait de définir une
décomposition de £ comme somme directe de F' et de son orthogonal. Ce résultat ne
peut subsister en général dans un espace quadratique puisque si F' contient un vecteur
isotrope, U'intersection de F' avec son orthogonal n’est pas réduite a {0} (F'NF* #

{0}). Cependant, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3 : propriétés des sous-espaces réguliers

Soient (F,q) un espace quadratique régulier de dimension finie n et F' un sous-
espace de E.
1. F est régulier si et seulement si £ = F' @ F*.

2. F est régulier si et seulement si F'* est régulier.

Preuve.
> Si F est régulier, on a FNEF+ = {0}. Soit u € F; d’une part, en notant toujours

U : F — E* Iisomorphisme défini par ¢, U(u), forme linéaire sur F, définit par
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restriction une forme linéaire sur F'; d’autre part, ¥ induit par restriction une
application ¥’ : ' — F™* qui est un isomorphisme puisque F est régulier. Il existe

donc v € F tel que ¥'(v) = ¥(u)|F. La situation est la suivante.

incl
F ———»

Y'(v) = yP(u)|F V(u)

K

Dot ¥(u—v)|F=0etu—ve Ft

-1 A

g L=

On en déduit v = v+ (u —v) € F + Ft et F = F @ F+.Réciproquement, si
E=F®Ft onaFnFt=/{0}, donc F est régulier.
> Légalite F' = (F1)* montre que F N F+ = (F1)tN F+.Le 1) donne alors

I’equivalente de I’énoncé. proposition montre que 'hyperplan orthogonal a un vecteur
non isotrope estun sous-espace régulier. m

Somme orthogonale

Soient (F1,q1) et (Es,q2) deux espaces quadratiques. On définit sur l'espace E; @
E, la forme quadratique ¢ par q(uy, us) = ¢1(u1) +q2(uz). On appelle (E, q) la somme
orthogonale des deux espaces et on écrit £ = E; L FEs. Si (Ey,q) et (E2,q2) sont
des espaces quadratiques réguliers, on vérifie que (E,q) est un espace quadratique
régulier et que Ei- = B, , By~ = E. Cette définition et cette propriété se généralisent
a une famille finie d’espaces quadratiques. Si (F,q) est un espace quadratique et si

F est un supplémentaire de B+, alors £ = E+ 1 F, car I'orthogonalité des deux
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sous-espaces est claire. De plus, le sous- espace F' est régulier, car il ne peut contenir

de vecteur non nul orthogonal & F' puisque ce vecteur serait élément du noyau E+ de

q.
Remarque 2.1

Certain auteure utilisent le symbole & plutét que L, ¢ =q1 L ¢ = 1P ¢o.

Proposition 2.4 (existence de bases orthogonales)

Soit (F,q) un espace quadratique de dimension finie n. Il existe une base ortho-
gonale pour gq.
Preuve.

La proposition est vraie si ¢ = 0 puisqu’alors une base quelconque de FE est
orthogonale. Supposons ¢ non nulle.

Raisonnons par récurrence sur n. La proposition est vraie pour n =0 oun = 1.

Soit n > 1 et supposons que le résultat soit vrai pour tout espace de dimension
strictement inférieure a n.

Envisageons d’abord le cas ou le noyau E+ de g n’est pas réduit a {0}. Notons F
un supplémentaire de E+ dans F'; on a dim(F) < n. L’hypothése de récurrence assure
I’existence d’une base orthogonale B de F'; sa réunion avec une base quelconque de
E* donne une base orthogonale de F.

Etudions maintenant le cas ott E* = {0} ; la forme ¢ est non dégénérée et il existe
un vecteur non isotrope u. L’espace K u est régulier et on a F = Ku 1 (Ku)t d’aprés
la proposition 1. L’hypothese de récurrence assure 1’existence d’une base orthogonale
B de (Ku)'; cette base forme avec u une base orthogonale de E, ce qui achéve le

raisonnement par récurrence. m

2.10 Plan hyperbolique

Un espace quadratique (£, q) de dimension 2 est un plan hyperbolique s’il existe
1
10

une base B = (e, ) de E tel que la matrice de ¢ soit
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On a alors q(z1,72) = 2z122. On sait (voir exemple de 1.2) qu’il existe une base
B" = (€!,€}) de E dans laquelle la forme quadratique ¢ est donnée par g(z7,25) =
1 0
0 —1

Un plan hyperbolique est un espace quadratique régulier.

x? — 242 et a pour matrice associée

Proposition 2.5 (caractérisation des plans hyperboliques)

Un espace quadratique régulier (E,q) de dimension 2 est un plan hyperbolique si
et seulement si £ contient un vecteur isotrope.
Preuve.

Si (E,q) un plan hyperbolique et si B = (e, ez) est une base de E telle que la

matrice de ¢ soit , les vecteurs e; et ey sont isotropes.
10

Réciproquement, soit (F, ¢) un espace quadratique régulier de dimension 2 conte-
nant un vecteur isotrope e;. Comme ¢ n’est pas dégénérée, il existe un vecteur ¢’ € F
tel que p(eq,€’) # 0 o ¢ est la forme polaire associée a g. On peut choisir A € K tel

que €’ = €' 4+ Aey soit isotrope : on a q(e' + Aey) = q(€’) +2 p(eq, €) et il suffit de

__q(e)
2p(e1,€’)

prendre \ = On pose alors e; = ae” avec « tel que (e, e3) = 1. On peut

illustrer par le dessin suivant.

La matrice de ¢ par rapport a la base B = (eq, e5) est de la forme désirée. m

Proposition 2.6

Soit (E,q) un espace quadratique régulier de dimension n > 3 contenant un
vecteur isotrope e. Alors il existe un plan vectoriel H de E tel que la restriction de ¢

a H donne un plan hyperbolique.
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Preuve. Comme ¢ est non dégénérée, il existe un vecteur €’ tel que ¢(e,e’) # 0. On

pose H = Vect(e,€') et on applique la proposition 2.5. =
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Chapitre 3

Formes quadratiques sur un corps

quelconque

Ce chapitre suit également La démarche classique consistant a décomposer un
objet en somme directe d’objets plus simples, on donne la classification des formes
quadratiques sur les corps R, C et en particulier sur un corps fini.

La classification de formes quadratiques a déja été considérée par Gauss ( pour des
formes entiéres a deux variables).Plus récemment, on considére la classification sur
des corps queleconques. La conjecture de Milnor (1970), démontrée récomment par

Voevodsky, donne des élémentes de réponse en termes d’invariants cohomologiques.

3.1 Formes quadratiques sur Z*

Une forme quadratique sur Z? est une application ¢ : Z x Z — Z définie par
une expression ¢(z,y) = ax? + 2bzy + ¢y? ot a,b,c € Z. Le nombre ac — b? appelé
discriminant de la forme ; nous le supposerons non nul.

On a par exemple les sommes de carrés. En particulier, on peut se poser la question
de savoir quels entiers sont sommes de deux carrés. Le théoréme suivant répond a cette

question.

Théoréme 3.1 (Fermat)

Un nombre premier p différent de 2 est une somme de deux carrés si et seulement

si p = 1(mod4).
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Théoréme 3.2 (Théoréme de Lagrange)

Tout entier positif est une somme de quatre carrés.
On peut se poser une question plus générale : étant donné un anneau A, quels sont
les éléments qui s’écrivent comme somme de m carrés de A 7 Cette question conduit

a la notion de nombre de Pythagore.

Définition 3.1 (Nombre de pythagore)

Le nombre de pythagore d’un anneau A est le plus petit entier P(A) tel que toute

somme de carrés de A est une somme de P(A) carrés.

Proposition 3.1

On a les résultats suivants :
i) P(Z)=P(Q) =4.
ii) Si k est un corps fini, alors P(k) = 2.
iii) P(Q(z)) = 5 (Pourchet).
iv) P(Q(z,y)) < 8 (Colliot-Thélene,Janson) ;valeur exacte inconnue.

Définition 3.2 (Niveau d’un corps)

Le niveau d’un corps k est le plus petit entier s(k) tel que —1 soit une somme de
s(k) carrés de k. Si —1 ne peut pas s’écrire comme une somme de carrés de k, on pose

s(k) = 0.
Proposition 3.2

On a les résultats suivants :
i) s(Q) = occ.

ii) Si k est un corps fini, alors s(k) vaut 1(par exemple si k = F5) ou 2.

Théoréme 3.3 (Pfister,1968)

Le niveau d’un corps est soit infini , soit une puissance de 2.
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3.1.1 Questions sur l’isotropie des formes quadratiques
Définition 3.3 (Dimension d’'une forme quadratique)

La dimension d’une forme quadratique est son nombre de variables.

Définition 3.4 (Forme quadratique isotrope,anisotrope)

On dit qu'une forme quadratique ¢(X1, ..., X,,) = a1 X2 + ... + a, X2 est isotrope si
elle posséde un zéro non trivial. Si ¢ ne posséde pas de zéro non-trivial, elle est dite

anisotrope.

Remarque 3.1

On a vu que toute forme quadratique peut étre diagonalisée, de maniére a étre de

la forme de cette de la définition ci-dessus.

Définition 3.5 (n-invariant de k)

Soit k un corps. Le n-invariant de k, noté u(k), est la dimension maximale d’une
forme anisotrope. S’il existe des formes anisotropes de degré arbitrairement grand, on

pose u(k) = oo.

Exemple 3.1

Si k un corps fini, u(k) = 2 (on I'utilise dans la preuve du théoéreme de Lagrange).
Il a été conjecturé que u(k) était soit infini soit une puissance de 2. Merkurjev a montré

qu’il existe des corps k tel que u(k) = 6.

3.2 Formes équivalentes

Soient K un corps, F un K-espace vectoriel, ¢, et ¢, deux formes bilinéaires symé-
triques sur E. Les formes ¢, et ¢, sont dites équivalentes s’il existe un isomorphisme

f + E — E tel que, pour tous u,v € E :

o (u,v) = 1 (f(u), f(v)).
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Cette relation est bien une relation d’équivalence. On a im(p;) = im(yp,) ; I'ensemble
des valeurs de ¢, est égal a I’ensemble des valeurs de ¢, .

Soient B une base de F et les matrices A; de ¢, Az de ¢, , P de f par rapport
a la base B. Pour tous u,v de F, de matrices colonnes U, V' par rapport a la base B,
on a py(u,v) =UAV et o,(f(u), f(v)) =*(PU) A1 (PV); on a donc Ay = "PA;P.
Notons B' = f(B) la base image de B par f; la matrice de passage M (id, B', B)
est égale a P. La situation est décrite par le diagramme commutatif suivant ot sont

indiquées les applications, les bases et les matrices.

La matrice de ¢, dans la base B’ est égale & la matrice de ¢, dans la base B, comme

le résume le tableau suivant.

u v | f(u)|f)|e P2
matricedans B |U |V | PU | PV | A Ay =t'PAP

matrice dans B’ U % tPAP

Réciproquement, si deux formes bilinéaires symétriques ¢, et ¢; sur £ ont méme
matrice A par rapport a des bases B = (ey, ..., e,) et B = (€}, ..., e, respectivement,
elles sont équivalentes car, si on note f l’endomorphisme de F défini par f(e;) = e;
pour 1 < 7 < n, les matrices colonnes U et V associées & u et v dans la base
B sont les matrices colonnes de f(u) et f(v) dans la base B’ et on a ¢,(u,v) =
TUAV = ¢,(f(u), f(v)). La détermination des classes de formes équivalentes est un

probléme important de la théorie des formes bilinéaires symétrique.

3.2.1 Questions de classifications

On pose la question de savoir quand deux formes quadratiques sont isomorphes.

Notation 1

On va noter la forme quadratique a; X? + ... + a, X2 par (ay, ..., a,).

Définition 3.6 (Formes quadratiques isomorphes)
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Deux formes quadratiques (E, q) et (E’,¢') sont isomorphes s’il existe un isomor-
phisme de k-espaces vectoriels f: E — E' tel que ¢/(f(z)) = ¢q(z) pour tout z € E.
Si (E,q) et (E',q') sont isomorphes, on note (E,q) = (E',¢') ou p = ¢'.

Proposition 3.3

On a une bijection entre I’ensemble des classes d’isomorphisme de formes quadra-

tiques et I’ensemble des classes d’isomorphisme de formes bilinéaires symétriques.

Définition 3.7 (Orthogonal d’un sous-espalce)
Soit (E,¢) une forme bilinéaire symétrique et soit W un sous-espace vectoriel de
E. L’orthogonal de W par rapport a ¢ est I’ensemble

W={ucE:puv)=0YyYvecW}.

Proposition 3.4

Soit (E, ¢) une forme bilinéaire symétrique et soit W un sous-espace vectoriel de

E. L’orthogonal W+ de W par rapport & ¢ est un sous-espace vectoriel de F.

Définition 3.8 (Radical d’une forme bilinéaire symétrique)

Le radical de (E, ¢), noté Rad(E,p) est défini par E*.

Définition 3.9 (Forme quadratique non-dégénérée)

On dit qu'une forme quadratique est non-dégénérée si la forme bilinéaire symé-

trique associées est non-dégénérée. i.e., si E+ = {0}.

Proposition 3.5

Soit (F, ) une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée. Alors, il existe v € E

tel que ¢(v,v) # 0.

Preuve.
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Si ce n'est pas le cas, on a ¢(u,v) = 1(p(u+v,u+v) — p(u,u) — ¢(v,v)) qui vaut

toujours 0. m

Corollaire 3.1

Une forme bilinéaire symétrique (F, ¢) est non-dégénérée si et seulement si det A #

0 quelle que soit la base B.

Définition 3.10 (Déterminant d’une forme bilinéaire symétrique)

Soit (E, ) une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée. On pose
det(E, ¢) = det Mp(p) € k* /k*2.

Définition 3.11 (Somme orthogonal)

Soient (E, ¢) et (E',¢') deux formes bilinéaires symétriques. La somme orthogo-
nale (E, p) @ (F',¢') est par définition la forme bilinéaire symétrique (E® E', p®¢’),
ou

(P ) (utu,v+r) =p(uv)+¢' W), VuveEVu v ek
Remarque 3.2

Certains auteure utilisent le symbole L plutét que .

Proposition 3.6

Soit (F,q) une forme quadratique ainsi que U et W deux sous-espaces vectoriels

de FE tel que
E=UaW, w,(u,w) =0, Yu e Uyw e W.

AIOI'S, (E7 Q) = (U7 Q|U) D (W7 Q|W)

Proposition 3.7
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Soit (E, ) une forme bilinéaire symétrique. ALors, on a
(E,¢) = (Rad(E, ¢),0) © (E',¢),

ou (E',¢') est non-dégénérée et est unique a isomorphisme pres.

Remarque 3.3

La proposition précédente implique que pour classifier les formes bilinéaires symé-

triques, il suffit de classifier les formes non-dégénérées .

Théoréme 3.4

Soit (F, ) une forme bilinéaire symétrique sur k et W un sous-espace vectoriel
de F.

On suppose de plus que @[y est non dégénérée. Alors, on a

<E7 90) = (VV7 90|W) ® (WLa 90|Wl)'

Preuve.

On commence par montrer que £ =W @& W+. On a
W N W+ = Rad(W, ¢|w) = {0},
puisque |y est non-dégénérée. Soit v € V. On considére la forme
ey = 0)lw 2 W — K ur— o(u,v).

Comme |y est non dégénérée, 'application ¢|y : W — W* est un isomorphisme de
k-espaces vectoriels. Ainsi, il existe ug € W tel que ¢(u,v) = go/\v\v(ug)(u) pour tout
u € W . Autrement dit, on a ¢(u,v) = ¢(u, ug), Yu e W,

ce qui entraine que v — uy € W+, Ainsi, on peut écrire v = ug + (v — ug), Puisque

E =W @ W+, la proposition 3.6 implique que lon peut écrire

(Ev 90) = (VVa 90|W) > (WLa ‘70|Wl)'
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3.3 Diagonalisation

Définition 3.12

Soit n € N ainsi que ay, ..., a, des éléments non nuls de K. On note (ay, ..., a,) la

forme bilinéaire symétrique sur ’espace vectoriel K™ définie par

Proposition 3.8

La forme quadratique de dimension n définie ci-dessus est non-dégénérée.
Preuve.

On regarde la matrice de (ay, ..., a,) dans la bas canonique :

a1

G

Puisque tous les a; sont non-nuls, cette matrice est inversible ce qui implique que

(ay,...,a,) est non-dégénérée . m

Définition 3.13

Soit (E, ) un espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée. On dit que (F, @) est diagonalisable s'il existe des éléments non-nuls

ay, ..., a, € K tel que lon ait (E,¢) = (K", (ay, ..., an)).
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Remarque 3.4
Sif:(E,9) = (K" (a1, ...,a,)), alors la matrice de ¢ dans la base (f~1(¢e;))1<i<n,

ou (e;); est la base canonique de K™, est la matrice

ai

Qn
De plus, la famille (f~'(e;))1<i<n est une base orthogonale de V' par rapport a .

Remarque 3.5

On a (ay,...,a,) ®(by,....;0m) = {(a1,...,an, b1, ..., by) pour tout (n + m)—tuple

*
as, ...,an,bl, ;bm € k*.

Théoréme 3.5

Soit (E, ¢) une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur K. Alors (E, ) est
diagonalisable.
Preuve.

On raisonne par récurrence sur n = dim F. Le cas n = 1 est clair.

On suppose donc la propriété vérifée pour toute forme bilinéaire symétrique non-
dégénérée de dimension inférieure a n. Soit (E,¢) une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée de dimension n. En particulier, il existe v € E \{0} tel que p(v,v) # 0
(car la forme quadratique associée est non-dégénérée). En posant W = (v), on obtient

que (W, olw) = (K, (¢(v,v))) est non-dégénérée. le théoreme 3.4 entraine que

(Vo) = W, elw) ® (W, plwe) = (K, (p(v,0)) & (W, @lw).

On utilise ensuite I'hypothése de récurrence pour diagonaliser ¢y, . A partir d’ici,

toutes les formes considérées sont non-dégénérées. m
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3.3.1 Théoréme de Witt

Soit (F, ) une forme bilinéaire symétrique ainsi que u € E tel que p(u,u) # 0.
Alors, on a E = (u) @ (u)* (théoréme 3.4).

Définition 3.14 (Réfexion)

On appelle réflexion associée a u la symétrie orthogonale 7, de E par rapport
A (u)* parallélement & (u). Pour v = vy + vy, ot v; € (u)t et v, € (u)t, on a
Tu(v) = v1 — va.

Plus explicitement, on a

(v, u) B o pv,u)
U, V1 =0V—0Uy=0— U
o(u,u) p(u,u)

Vg =

Il est alors facile de vérifier que v; € (u)*. Finalement, on a
2.
Tu(v) = v — Mu
o(u, u)
Remarque 3.6

La reflexion 7, est un isomorphisme pour .

Théoréme 3.6

Soit (E, ¢) une forme bilinéaire symétrique sur K ainsi que u,v € E des vecteurs
tels que @(u,u) = p(v,v) # 0. Alors, il existe un isomorphisme ¢ : £ — E pour ¢ tel
que o(u) = v.

Preuve.

On pose = = %(u+v) et y = %(u—v), ce qui entraine u = r +y et v = x — y.

On remarque de plus que x et y sont orthogonaux, ce qui implique que p(u,u) =

p(r+v, 24y) = oz, 1) +¢(y, y). Comme p(u, u) # 0, on ap(z, ) # 0 oup(y,y) # 0.
Sip(x,x) #0,onav=—7,(u). Sip(y,y) #0,onav=r"1y(u). =

Théoréme 3.7 (Théoréme de Witt)

Soient (E1,¢,), (Eap,) et (E, @) trois formes bilinéaires symétriques avec (E, ¢)
non-dégénérée. Alors, si (E1, ) (E, ) = (E2.p,) & (E, @), ona (Ey, ;) = (E2,p,).
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Preuve.
On raisonne par récurrence sur la dimension de £. Comme (F, ¢) est non-dégénérée,

elle est diagonalisable. Si (vy, ..., v,) une base orthogonale de F pour ¢, on a

n

(E> (10) = @«Ul)? ¥

=1

(vi))-

De plus, si f désigne I'isomorphisme de (E1, ;) (E, ) dans (Ey ¢,) & (E, )

et si vF désigne le vecteur v; vu dans Ej, ® E, on obtient

(E1, 1) @@ ) lwn) = (Bae,) @ (0]
=1

via f. On considére les vecteurs v* € Ej @ E. Puisque f est un isomorphisme,

on a

(92 @ @) (f(vn), f(vn)) = (1 @ ) (v, U) = @(vn; ) = (02 9)(v, 7).

Le théoreme précédent implique 'existence d’un isomorphisme
0:FEy®FE — Ey ®E pour g, ® ¢ tel que o(f(vl)) =v2. Alors,
of : EY®F — E;®F est un isomorphisme tel que (o f)(vl) = v2. Par conséquent,

of

wiyt  (op) T — (i)t

est une isométrie, ce qui entraine que

n—1

(E1, ¢4) @EB ) elwny) = (Baips) © @ ((07),

=1

(w2))-

L’hypothése de récurrence entraine que (E, ;) = (Eqp,). ®

Notation 2

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique.

On pose D(yp) ={a € k*: Ju € E,p(u,u) = a}.
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Exemples 3.2

Le cas des nombres complexes
Proposition 3.9

Toute forme bilinéaire symétrique non-dégénérée est isomorphe a (1, ..., 1).
Preuve.
Toute forme est isomorphe a (ay, ..., a,), avec a; € C. Puisque C est algébriquement

clos, on a a; = b?. Ainsi,

Corollaire 3.2
Deux formes bilinéaires symétriques non-dégénérées sur C sont isomorphes si et
seulement si elles ont la méme dimension.
Le cas des nombres réels
Proposition 3.10
Tout forme bilinéaire symétrique non-dégénérée et isomorphe a (1, ..., 1, —1,..., —1).
—— ———

T S
De plus, r et s sont uniquement déterminés.

Définition 3.15 (Signature d’une forme)

Le couple (r,s) donné par la proposition ci-dessus est appelé signature de la

forme.

Proposition 3.11

Deux formes sont isomorphes si seulement si elles ont la méme signature.
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Le cas des corps finis

On considere K = F,.
Lemme 3.1

Sidim E > 2, alors D(p) = K*.
Théoréme 3.8

Toute forme est isomorphe & une forme du type (1, ..., 1, a) avec o € K*.
Preuve.

On réalise une récurrence sur la dimension sur n = dim F. Si n = 1, rien est
montrer. On suppose donc que n > 2 et le lemme implique que 1 € D(yp).

On a donc ¢ = (1) @ ¢ et on applique 'hypotheése de récurrence. m

Lemme 3.2

On a lisomorphisme F} /F:? = 7,/27.. Ainsi, F};/F;* = {1, o} avec o qui n’est pas

un carré.

Corollaire 3.3

1l existe exactement deux classes d’isomorpisme de formes par dimension. Les deux
représentats sont

(1,...,1) et (1,..,1,0q),
oll a n’est pas un carré.

Corollaire 3.4

Deux formes sont isomorphes si seulement si elles ont la méme dimension et le

méme déterminant.

3.4 Produit tensoriel

Soit K un corps. Si Fy,..., E,, F' sont des espaces vectoriels, I’espace vectoriel des
applications n-linéaires

f:Eix...xE, —F.
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Définition 3.16

une application multilinéaire est une application qui linéaire ( K-linéaire, plus
précisément) en chaque variable. Les mots linéaires et homomorphisme sont ici inter-
changeables. Sauf mention contraire. Les espaces vectoriels, les homomorphismes, les
applications linéaires et multilinéaires se rapportent a le corps K.

Soit E 'espace vectoriel engendré par I’ensemble de tous les n-uplets (x1, ..., 2, )
(x; € E;), donc engendré par I'ensemble F; x ... X FE,. Soit W le sous- espace vectoriel

engedré par tous les éléments de type

(:El,...,xi—l—x;,...,xn)—(xl,...,xi,...,xn)—(ml,...,:pi,...,xn),

(X1, .., amiy .o X)) — a(T1, o Ty Ty),
! o e . .
Pour tous z; € F;, v, € E; et a € K. En composant l'injection canonique
Eix...xE, - FE,

de I'ensemble générateur dans ’espace vectoriel, avec la projection canonique £ —

E /W sur 'espace vectoriel quotient, on obtient une application
p:Eix...xE, - E/W.

Nous affirmons que ¢ et multilinéaire et est un produit tensoriel. Que ¢ soit multili-

néaire est évident, par sa construction méme. Soit
f:Eix...xE,—G
Une application multilinéaire. Par le définition du ’espace vectoriel engendré par

Fyx ... X E,,
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Il existe une application linéaire induite £ — G rendant commutatif le diagramme

Eix...xXE, S F |
N\ G

Comme f est multilinéaire, 'application £ — G induite s’ annule sur W. Par la
propriété universelle des espaces vectoriels quotients, f se factorise ainsi par E /W

et on obtient un homomorphisme f, : E/W — G qui rend commutatif le diagramme

Eyx...xE, ¢ /' E/W/| f.
JN G

Comme I'image de ¢ engendre E /W, lapplication induite f, est déterminée de fagon

unique. La preuve est ainsi compleéte. L’espace vectoriel £/ sera noté

Fi®...F, ou aussi E .
=1

2

Nous avons ainsi construit un produit tensoriel spécifique dans la classe d’isomor-
phisme des produits tensoriels et nous I’appelerons le produit tensoriel des F, ..., E,.
Pour z; € E;, on pose ©(x1,...,2,) =11 ® ... T, =1 QR ... AR Tp.

On a, pour tout ¢ et pour tous a:i,x; € E,acK,
T1R...0ar; Q.. 0T, =a(r1®...Qx,)

et

/

£1®..0@+2)®..Qty=(10..0L,)+(110...0%,0...Q z,).

Dans le cas de deux facteurs, E et F, tout élément de £ ® F' peut s’écrire comme
une somme de termes z ® y, avec © € I/ et y € F', car ces termes engendrent I/ @ F

et, pour a € K,a (x ®y) = ar ® y.

Proposition 3.12
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Soitent Ey, Ey et E3 des espaces vectoriels. Il existe un unique isomorphisme
(El X Eg) X E3 — E1 X (EQ ® E3)7

tel que, pour x € By, y € By, z€ E3, (zQ®y)®2z—2R (y® 2).
Preuve.
comme les éléments du type (z ® y) ® z engendrent le produit tensoriel, 'unicité

est évidente. Pour prouver 'existence, soit x € FEj. il est clair que ’application
/\m : E2 X E3 — (E1®E2)®E3

Telle que A\, (y, z) = (r®y) ® z, est bilinéaire et se factoriser ainsi par une application
linéaire le produit tensoriel. \, : By ® F3 — (E, ® Ey) ® Fs.

L’application E; x (Ey ® E3) — (Fy ® Ey) ® Es,

telle que (z,a) — A (), Pour 2 € E; et o € Ey ® Es, est alors évidemment

bilinéaire et se factoriser par une application linéaire
F1 ® (Ey ® E3) — (E1 ® E3) ® Es,

Qui a la propriété désirée. m

3.4.1 Le produit tensoriel de formes quadratiques
Proposition 3.13

Soit ¢ une forme de dimension n et ¥ une forme de dimension m. Alors
det(p @ U) = (det )™ - (det U)™.

Preuve.

Si on écrit ¢ = (ay, ..., a,) et ¥ = (by, ..., by,), on vérifie facilement que
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Ainsi, chaque a; apparaitra m fois dans le déterminant et chaque b; apparaitra n

fois. m

3.4.2 Anneaux de Witt

On rappelle que toutes les formes bilinéaires considérées sont non-dégénérées.

Définition 3.17 (Forme isotrope, forme anisotrope)

On dit que (F, ¢) est isotrpe §'il existe v € E non-nul, tel que p(u,u) = 0. S'il

n’existe pas de tel u, on dit que ¢ est anisotrope.

Lemme 3.3

Soit u € F \{0}. Alors, il existe v € E avec p(u,v) = 1.

Proposition 3.14
Soit ¢ une forme de dimension 2. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est isotrope;

i) det p = —1;

iii) ¢ = (1,-1) cest-a-dire 3 B’/ Mp/(p) =
-1

iv) il existe une base dans laquelle la matrice de ¢ est
1

Preuve.

11 suffit de montrer (ii) = (i) et (i) = (iv). Ensuite, les autres implications de la
chaine (zii) = (i1) = (i) = (iv) = (i7i) sont claires.

(i) = (1) On a b = («, B) avec «, f € K* et, par hypothese, detp = aff = —1 €
k*/k*2. Ainsi, 8 = —a € K*/K*?, c’est-a-dire ¢ = («, ) = (a, —a), qui est isotrope.

(i) = (iv) 1l existe donc u € E \{0} tel que p(u,u) = 0. Le lemme précédente
entraine 'existence de v € E tel que ¢(u,v) = 1. Si ¢(v,v) = «, la matrice de ¢ dans

la base {u,v} est
a

On pose t = v — Su, ce qui implique que la matrice de ¢ dans la base {u,t}
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est . n

Définition 3.18 (Plan hyperbolique, base hyperbolique)
Une forme qui satisfait 'une des propriétés ci-dessus est appelée plan hyperbolique
0

et est notée H. Une base {u, v} dans laquelle la matrice de ¢ est s’appelle
1 0

base hyperbolique.

Proposition 3.15

Soit ¢ une forme isotrope. Alors, il existe une forme ¢’ telle que ¢ = H @ ¢'.
Preuve.

On suppoose que @ est isotrope et on considére un élément u # 0 tel que (u, u) =
0. On considére de plus v € E tel que p(u,v) = 1 et on pose W = kx @ ky C E. Alors,
un petit calcul montre que la restriction de ¢ & W est non-dégénérée et est donc un
facteur orthogonal. La proposition précédente implique que |y = H. L’utilisation

du théoréme 3.4 permet de terminer la preuve. m

Remarque 3.7

La proposition précédente implique que pour comprendre les formes, il suffit de

comprendre les formes anisotropes.

Définition 3.19 (Forme universelle)

On dit qu’une forme ¢ est universelle si D(p) = K*.

Exemple 3.3

Toute forme de dimension supérieure ou égale a 2 sur un corps fini est universelle.

Proposition 3.16

Toute forme isotrope est universelle .
Preuve.
La proposition précédente implique qu’il suffit de montrer que H est universelle.

Soit {u,v} une base hyperbolique de K? et soit o € K*. On pose t = u + 5,
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et on vérifie que p(t,t) = a. =

Proposition 3.17

Soit w € K*. Alors, a € D(¢) si et seulement si ¢ @ (—a) est isotrope.
Preuve.
= Clair.
< Soit u + Ae un vecteur isotrope pour ¢ & (—a). On a alors ¢(u,u) — \a = 0.
Si A = 0, alors u est un vecteur isotrope de . Comme ¢ est isotrope, alors ¢ est

universelle et a € D(p). On suppose que A # 0 et on pose v = {. Alors,

ce qui implique que o € D(p). ®

Définition 3.20 (Forme hyperbolique)

Une forme hyperbolique est une somme orthogonale de plans hyperboliques.

Proposition 3.18

Soit (E, ) une forme. Les assertions sont équivalentes :
i) La forme ¢ est hyperbolique.
ii) II existe un sous-espace vectoriel W de E avec dim W = % dim E et ¢|wxw = 0.
iii) Il existe un sous-espace vectoriel W de E tel que W+ = .

Proposition 3.19

Soit (E, ) une forme. On peut écrire (F, p) = (Ep, ¢,)®(Eq, ¢,), ol @, est hyper-
bolique et ¢, est anisotrope. De plus, cette décomposition est unique & isomorphisme

pres, par le théoréme de Witt.

Définition 3.21 (Décomposition de Witt)

La décomposition de la forme (F, ) de la proposition précédente est appelée dé-

composition de Witt.
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Définition 3.22 (Indice de Witt)

Soit (E, ) et (En,pp) ® (Eq,p,) sa décomposition de Witt. Par hypothése, on
t écrire (E =H®...® H et l'enti t 1é indice de Witt de ¢.
peut écrire (Ej, ) @ ... ® H et Dentier r est appelé indice de Witt de ¢

T
Soit My, Pensemble des classes d’isomorphisme de formes (bilinéaires, symétriques

et non-dégénérées sur K). On définit une relation d’équivalence sur My, :

o~y s poh = o
pour des formes h et A’ hyperboliques. On pose W (k) = M}/ ~ et on aimerait munir

W (k) d’une structure d’anneaux avec (W (k), ®, ®).

Lemme 3.4

Pour toute forme ¢, on a ¢ & —p ~ 0.
Preuve.

On pose W = {(u,u) : u € F} C E® F, qui est un sous-espace vectoriel de E® E
et on utilise la proposition 2.64. Il est clair que ¢ @& —¢ est nulle sur W.

On vérifie alors que W (k) est un anneau commutatif. m

Remarque 3.8

Soient ¢ et ¢’ deux formes bilinéaires symétriques.

1) On a p ~ ¢’ si et seulement si p, = ¢/. En effet, si ¢ ~ ¢, cela implique que
¢OH®..0H 2 PH®...®H, cest-a-dire o, PHB...0H X ¢, DHD...® H.

Le théoréme de simplification de Witt permet de conclure. L’autre sens est clair.

2) Supposons que @ et ¢’ soient de méme dimension. Alors, ¢ ~ ¢’ si et seulement
: ~Y /
sip = ¢
Exemples 3.4

Le cas des nombres complexes

Dans ce cas, W(C) 2 Z /2Z. En effet, on a un homomorphisme d’anneaux :

wW(EC) — Z /27
® —  dim(y) mod 2.
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On sait que toute forme ¢ s’écrit comme ¢ = (1,...,1). De plus, puisque —1 est un

carré, on a H = (1,1), ce qui entraine

(WeoH®...&H sidim @ =1(mod?2)
He..®oH si dim ¢ = 1(mod 2)

~

¥

Le cas des nombres réels

On a vu que toute forme bilinéaire symétrique non-dégénérée est isomorphe a

(1,...,1,—1,...,—1), avec r et s uniquement déterminés. On va alors poser :
—— ——
T S
W(R) — Z,
© — r—3s

On aimerait montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Supposons que r > s, alors

1,.. e (l,-)e..e(1,-1)=(1,.,.)dH®...® H.
~— > ~~ 4 S~~~

r—s S r—s

Les autres cas se traitent de maniére semblable.
Le cas des corps finis

On considére K = F, et on va donner la structure de groupe de W (K).

Théoréme 3.9

On a un isomorphisme de groupes

Z 2287 /27 siq=1(mod4)

Wi, = 7 /AZ si ¢ = 3(mod 4)

Preuve.

Onap=(1,..,1) oup=(a1l.,1), ot a € F;\F>.

>Supposons que ¢ = 1 modulo 4, ce qui entraine que —1 est un carré. Ainsi,
(1,1) = (1, —1), ce qui implique que ¢ est dans la classe de Witt de 1'une des formes
suivantes : (1), («), (1, ), H. En effet, si la dimension de ¢ est strictement supérieure

a 3, alors ¢ est isotrope, ce qui entraine p = H & c. En itérant ce processus, on obtient
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que ¢ ~ d, ou d est de dimension inférieure ou égale a 2. Il reste & vérier que ces 4

éléments sont d’ordre deux, pour exclure Z /47. On calcule :

12

(1)@ (1)
(L)@ (l,a) = (L,1)®{a,a) EHOH~O0

H~0, (a)®(a)={a)®(—a)~0

> Supposons que ¢ = 3 modulo 4. Si dim ¢ > 3, alors ¢ est isotrope , ce qui entraine
W H®...®H®¢. Ainsi, ¢ ~ ¢’ avec dim ¢’ valant 1 ou 2. Pour commencer, on
remarque que 1’on peut prendre o = —1 € F;\Ff. Les formes de dimension 1 et 2
sont les suivantes : (1), (—1),(1,1), H = (1, —1).

Ces classes sont distinctes car —1 n’est pas un carré. On remarque que les éléments
(1) et (—1) sont d’ordre 4. Pour le premier,on a (1) & (1) = (1,1) ~ (1, —1),puisque
les déterminants ne sont pas les mémes. Pour le deuxiéme élément, le raisonnement

est semblable. m

Remarque 3.9

Toute forme de dimension au moins 3 sur un corps fini est isotrope (ce qui est

équivalent a dire que toute forme de dimension 2 est universelle).

3.5 Formes de Pfister et sommes de carrés

On établit les mémes conventions que précédemment :
— K désigne un corps de caractéristique différente de 2.
— Le terme “forme” désigne une forme quadratique (ou bilinéaire symétrique)

non-dégénérée.
Définition 3.23 (Forme de Pfister)

Soient ay,...,a, € K*. On pose ((ai,...,a,)) = (1,a1) ® ... (1, a,), qui est une
forme de dimension 2" . Dans ce cas, ({(a1,...,a,)) est appelée n-forme de Pfister ou

forme de Pfister.
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Définition 3.24 ( Ensemble des facteurs de similitude)

Soit ¢ une forme. On pose G(p) = {a € K* : ap = ¢}, qui est 'ensemble des

facteurs de similitude de ¢.

Proposition 3.20

Pour une forme ¢, G(p) est un sous-groupe de K*.

Définition 3.25 (Forme multiplicative)

On dit qu’une forme isotrope ¢ est multiplicative si elle est hyperbolique. On dit

qu’une forme anisotrope ¢ est multiplicative si D(¢) = G(p).

Lemme 3.5

Soit ¢ une forme telle que 1 € D(p). Alors, G(¢) C D(¢p).
Preuve.
Par hypotheése, on a ¢ = (1, ...) Si l'on considére o € G(p),on a {(a,...) = ap = ¢,

ce qui entraine que @ € D(yp). =

Lemme 3.6

On considére a € K* et on pose ¢ = (1,a). Alors :

i) D(y) =G(p).

ii) ¢ est multiplicative.

Preuve.

(1) Comme ¢ représente 1, le lemme précédent implique directement G(p) C D(p).
On prend maintenant a € D(y). On peut écrire ¢ = ( «, 3), pour un certain § € K*.
On a de plus ap = a(l,a) = (a,aa), et donc det({a,aa)) = aa® = a = aff €
K*/K*2. Cela entraine que = aa € K*/K*? et » = (o, ) = («, aa).

Ainsi, ¢ & (o, aa) = a(l,a) = ap, comme désiré.

(77) On va distinguer le cas ou ¢ est anisotrope et le cas ou elle ne 'est pas. Si ¢

est anisotrope, cela découle de 1. Si ¢ est isotrope, on a ¢ = H, puisque dim ¢ = 2.
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Lemme 3.7

Soit ¢ une forme hyperbolique et ¥ une forme quelconque. Alors, ¢ ® U est
hyperbolique.
Preuve.

On peut écrire p = (1, —1) & ... & (1, —1), ce qui entraine que
PRV (TP —T1)& .6 (U6 —T)

est hyperbolique, puisque chaque terme l'est (lemme 3.4). =

Théoréme 3.10

Soit ¢ une forme multiplicative et a € K*. Alors, ¢ ® (1,a) est multiplicative.
Preuve.

Supposons que ¢ soit isotrope. Comme ¢ est multiplicative, cela entraine que ¢ est
hyperbolique et donc ¢ ® (1, a) est hyperbolique. Ainsi, ¢ ® (1, a) est multiplicative.
Supposons maintenant que ¢ soit anisotrope et ¢ ® (1,a) isotrope. On a ¢ ® (1, a)
= p @ ay. Par hypothese, il existe 5,7 € D(p) tels que 5+ ay = 0. On a donc
a= —g. Comme ¢ est anisotrope et multiplicative, on a D(¢) = G(¢). Les éléments

B, vivent donc dans G(¢) et 'on a
B 1
p®(La)=p@ap=9pD——p=pd——p,
Y Y
puisque 5 € G(p). Le fait que % € G(p) donne %(p > p, d’ou
~Y 1 ~Y
p®(l,a) = PO-PEe®—p,

qui est hyperbolique.

On suppose maintenant que ¢ et ¢ ® (1, a) sont anisotropes. On doit montrer que
Gle® (l,a)) = D(¢ ® (1,a)). On consideére 6 € D(¢ ® (1,a)). Pour commencer, on
remarque que ¢ ® (1,a) = ¢ © ap.

On a 0 = B+ a7, avec (3,7 € k. On déstingue plusieurs cas :
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~v = 0 Dans ce cas, 3 # 0, ce qui entraine § € D(p) = G(p). On a

6(¢ @ ap) = Ble @ ap) = Bo @ afp = ¢ @ ap,

ce qui implique que § € G(p @ ayp).
B =0 Dans ce cas, 7 # 0 et donc v € D(¢) = G(¢). On a alors § = ay et

3 ® ap) = ay(p © ap) = ayp © a®yp = ap © ¢.
B # 0, # 0. On est dans le cas ou 3,7 € D(¢) = G(¢). On calcule alors

SeDap) = (B+ay)(p®ap)=PB(1+af)(e®ap)

= Bl+ad)(e@agy) =B(l+af)(lag) @
=B(Lag) @ p=(B,a7)®¢
= Be®ayp = ¢ @ ap.

I

Ainsi, 6 € G(¢ @ ap). Puisque ¢ est multiplicative, 1 € D(p). Cela entraine que
1€ D(p® (1,a)) et donc, par le lemme 3.5, G(¢ ® (1,a)) C D(p ® (1,a)).

La forme ¢ ® (1, a) est donc multiplicative. m

Théoréme 3.11

Toute forme de Pfister est multiplicative.
Preuve.

Provient du théoréme précédent et d’une récurrence. m

Corollaire 3.5 (Pfister)

Un produit de deux sommes de 2" carrés est une somme de 2" carrés.
Preuve.

On considére ¢ = ((1,...,1)) = (1,...,1). On remarque que D(p) contient les

n 2n
éléments de K qui sont représentés par 2" carrés (dans K). Puisque la forme est

multiplicative, D(p) est un groupe. En effet, si ¢ est isotrope, alors elle est universelle.
Si elle est anisotrope, alors D(¢) = G(¢) . =

Le théoréeme suivant découle du théoréme précédent.
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Théoréme 3.12

Une forme de Pfister est soit anisotrope soit hyperbolique.

3.5.1 Niveau d’un corps

On rappelle la définition suivante :

Définition 3.26 ( Niveau d’un corps)

Le niveau d’une corps K, noté s = s(K), est le plus petit entier s tel que —1 soit
une somme de s carrés de K. Si —1 ne s’écrit pas comme somme de carrés, on pose

s(K) = oc.
Théoréme 3.13 (Pfister)

Le niveau d’un corps K est soit infini, soit une puissance de 2.
Preuve.

On suppose que s = s(K) est fini, c’est-a-dire qu'il existe des éléments 1, ...,z €
K* tels que —1 = 27 + ... + 22. Soit n € N tel que 2" < s < 2", On défini alors la
(n 4 1)-forme de Pfister ¢ = ((1,...,1)). Puisque ¢ est une forme de Pfister, elle est
multiplicative. Comme s < 2*™!, la forme ¢ est isotrope et donc hyperbolique. Ainsi,

on a

Par dénition de ¢, on a

Le théoréme de Witt implique que (1,...,1) = (=1, ..., —1), ce qui entraine que —1 €

D((1,...,1)) et donc que —1 est une somme de 2" carrés. m
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire, les théoréemes de classification des formes
quadratiques sur les corps R, C et [F,. Cette classification dépend du corps de base

choisie.
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